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Exercices de probabilité

Exercice n’l

Un récipient contient un gaz constitué de deux sortes de particules :
75 % de particules A et 25 % de particules B. Les particules sont
projetées sur une cible formée de deux compartiments K1 et K2.
L’expérience est modélisée de la maniere suivante :

- Une particule au hasard parmi les particules de type A entre dans

K1 avec la probabilité % et dans K2 avec la probabilité %

- Une particule au hasard parmi les particules de type B entre dans

chacun des compartiments avec la probabilité %

Partie A

1. Soit une particule au hasard. Déterminer la probabilité de chacun
des événements suivants :

Al : « la particule isolée est de type A et elle entre dans K1 » ;

A2 : « la particule isolée est de type A et elle entre dans K2 » ;

B1 : « la particule isolée est de type B et elle entre dans K1 » ;

B2 : « la particule isolée est de type B et elle entre dans K2 » ;

C1 : « la particule entre dans K1 » ;

C2 : « la particule entre dans K2 ».

2. On procede 5 fois de suite et de fagcon indépendante a 1’épreuve
décrite en introduction. Le nombre de particules étant tres grand, on
admettra que les proportions 75 % et 25 % restent constantes. Calculer
la probabilité de I’événement E suivant : « il y a exactement deux
particules dans K2 ».

Partie B

Un récipient contient le gaz décrit précédemment. Les particules A
sont radioactives et se transforment spontanément en particules B.
On note p§) la proportion de particules A dans le gaz. Ainsi, a

I'instant ¢t=0, on a #0)=0,75.

Plus généralement, si ¢ est exprimé en années, on a H#)=0,75 et
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o A est une constante réelle. La demi-viel des particules de type A
est égale a 5730 ans.

1. Calculer A ; on prendra une valeur approchée a 107 pres par
défaut.

2. Au bout de combien d’années, 10 % des particules de type A se
seront-elles transformées en particules de type B ?

3. Déterminer la valeur de ¢ pour laquelle il y aura autant de
particules de type A que de particules de type B (on arrondira a
I'unité).

Exercice n°’2
Un joueur dispose d’'un dé cubique bien équilibré dont les faces sont
numérotées de 1 a 6, et de trois urnes, U,;, U, et U, contenant
chacune k boules, ou k& désigne un entier naturel supérieur ou égal a
3.
I1 y a trois boules noires dans U,, deux boules noires dans U, et une
boule noire dans U,. Toutes les autres boules dans les urnes sont
blanches. Les boules sont indiscernables au toucher.
Une partie se déroule de la maniere suivante :

le joueur lance le dé,
* ¢’il obtient le numéro 1, il prend au hasard une boule dans 'urne
U,, note sa couleur et la remet dans U, ;
* g’il obtient un multiple de 3, il prend au hasard une boule dans U,,
note sa couleur et la remet dans U, ;
* si le numéro amené par le dé n’est ni 1 ni un multiple de 3, il
prend au hasard une boule dans Uj,, note sa couleur et la remet dans
Us,.
On désigne par A, B, C et N les événements suivants :
A : « Le dé amene le numéro 1 ».
B : « Le dé ameéne un multiple de 3 ».
C : « Le dé amene un numéro qui n’est ni 1 ni un multiple de 3 ».
N : « La boule tirée est noire ».
1. Le joueur joue une partie.

1 Temps au bout duquel le nombre de particules restantes est la moitié du nombre initial.
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a. Montrer que la probabilité qu’il obtienne une boule noire est égale
a2

3k
b. Calculer la probabilité que le dé ait amené le 1 sachant que la
boule tirée est noire.
c. Déterminer k£ pour que la probabilité d’obtenir une boule noire soit

. 1
supérieure a 7
d. Déterminer k& pour que la probabilité d’obtenir une boule noire soit
1
égale a —.
8¢ 30
2. Dans cette question, £ est choisi pour que la probabilité d’obtenir

. . . . 1 . .
une boule noire en jouant une partie soit égale a 30 Le joueur fait

20 parties, indépendantes les unes des autres. Calculer, sous forme
exacte puis arrondie 4 1072 pres la probabilité qu’il obtienne au moins
une fois une boule noire.

Exercice n°3

On dispose de deux urnes U; et U, contenant des boules
indiscernables au toucher.

U, contient n boules blanches et 3 boules noires (n est un nombre
entier supérieur ou égal a 1). U, contient deux boules blanches et une
boule noire.

On tire une boule au hasard de U, et on la met dans U,, puis on tire
au hasard une boule de U, et on la met dans U, ; 1'ensemble des ces
opérations constitue une épreuve.

1. Construire l'arbre pondéré de cette expérience aléatoire.

2. On considere 1'événement A : "Apres 1'épreuve, les urnes se
retrouvent chacune dans leur configuration de départ".

2. a. Démontrer que la probabilité p(A) de 1'événement A peut s'écrire

: p(A):%(ij

n+3
2. b. Déterminer la limite de p(A) lorsque n tend vers +co .
3. On considere 1'événement B : "Apres 1'épreuve, 1'urne U, contient

une seule boule blanche".
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Calculer p(B).

4. Un joueur mise 20 francs et effectue une épreuve. A l'issue de cette
épreuve, on compte les boules blanches dans Us,.

- Si U, contient 1 seule boule blanche, le joueur regoit 2n francs

- Si U, contient 2 boules blanches, le joueur regoit n francs ;

- Si U, contient 3 boules blanches, le joueur ne recoit rien.

a. Expliquer pourquoi le joueur n'a aucun intérét a jouer tant que n
ne dépasse pas 10.

Dans la suite, on considere n > 10, et on introduit la variable
aléatoire X qui prend pour valeur les gains algébriques du joueur
(par exemple, si, apres 1'épreuve, 1'urne U, contient une seule boule
blanche, X = 2n - 20).

b. Déterminer la loi de probabilité de X.

c. Calculer l'espérance mathématique de X.

d. On dit que le jeu est favorable au joueur si et seulement si
I'espérance mathématique est strictement positive. Montrer qu'il en
est ainsi des que l'urne U, contient au moins 25 boules blanches.

Exercice n°4

On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en semaines, d'un
composant électronique. On modélise cette situation par une loi de
probabilité p de durée de vie sans vieillissement définie sur
Iintervalle [0 ; +oo [ : la probabilité que le composant ne soit plus en

t
état de marche au bout de ¢ semaines est #H[0; {) =I AéMdx. Une
0

étude statistique, montrant qu’environ 50 % d’'un lot important de ces
composants sont encore en état de marche au bout de 200 semaines,
permet de poser #[0;200])=0,5.

1. Montrer que A =1n_2‘
200

2. Quelle est la probabilité qu'un de ces composants pris au hasard
ait une durée de vie supérieure & 300 semaines ? On donnera la
valeur exacte et une valeur approchée décimale au centieme pres.
3. On admet que la durée de vie moyenne d,, de ces composants est

A
la limite quand A tend vers +co de I Axé ¥ dx.
0
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“AAe M- e 11
g .
b. En déduire d,, ; on donnera la valeur exacte et une valeur

A
a. Montrer que J. Axé M dx=
0

approchée décimale a la semaine pres.

Exercice n°5

Le bus passe toutes les quinze minutes a un arrét précis. Un usager
se présente a cet arrét entre 7 heures et 7 heures 30. La variable
aléatoire sera l'heure exacte de son arrivée a cet arrét, uniformément
répartie sur l'intervalle [0 ; 30].

1. Quelle est la probabilité que l'usager attende moins de 5 minutes
le prochain bus ?

2. Quelle est la probabilité qu'il attende plus de dix minutes ?
Indications de solutions

Exercice nL
1. p(Al) = p(A n K1) :%; P(A2)= p(A nK2) :% ; p(Bl)=p(BnKl)==
£B2)= gB nK2)= p(K2) &B) :1.0,25 == 1 ; p(C1)= 1 1 :§ ;
2 8 4 8 8
HC2)= f(AnK2)OBnK2))= A nK2)+H4BnK2) —% ézg

2. Loi binomiale,’5,5/8) ; p(2dansK2)=0,206 .

Exercice n2
Partie A

l.a. p(N)=p[(An N)O(Bn N)OC n N)]
p(ANN) 1/2k 3

b. p(dé=1/N)= _ -3
P(de=L/N) p(N) 5/3k 10

C. i>l o 3k<10 = ]<<£ ;commek > 3, il restek = 3,
3k 2 3

i=i = 3k=150 < k=
3k 30
2. Loi binbmiale de paramétres n = 20,&#8—10
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p(X21)=1-p(X =0) :l—(%J =0,492

Partie B

A9=0,75¢"" ou A est une constante réelle. La demi-vie des particules de

type A est égale & 5730 ans.

1. A= 51;82 ~0,00012097 , soit 0,00012 40~ prés par défaut.

2.0n cherche pour qu'il reste 90 % des particules de type A, soit
Ad _—,10) ce qui donne 0,75¢ ™ =0,9x0,75.

100
_1n(09) _ n(0.9) o). o
A -0,00012

3. Il y aura autant de particules de type A que de particules de type B
lorsque les pourcentages de types A et B seront de 50 % chacun. En
I'occurrence il faut quex =0,5, ce qui donne

0,9 In(2/3) _

0,7567=0,5 « éM=—"" < -A¢t=In(2/3) = = 3352 ans
0,75 -]
Exercice n3
n 3 3 1 n+?2
2.a HA)= X—+ x= soit HA)==] 2 )
a. AA) n+8 1 s U AS (mgj
3
b. | A= 3. = = ,
m AA) AB)= +3 2 D=5

4. a. Le joueur dozt étre certain de pouvoir, dans le meilleur des cas,
récupérer au moins sa mise d'oit 2n > 20, soit n > 10.

Loi de probabilité de la variable aléatoire X :

X; 2n - 20 n - 20 -20
3 3( n+2 n
p(X = xi) 2(1]+8) Z n+3 4(ﬂ+8)
c. Espérance mathématique :
E(x) = E(x)sz,(n_Zo)g( n+2j_ 20n ’
2(n+3) 4\ n+3 ) 4(n+3)
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Soit E(X) = 3. —620-240
4(n+3)
d. E(X) > 0 donne & — 6 — 240 > 0, soit (83+ 10)— 24) > 0 et
n0[25; +w[ puisquen est entier.
Exercice n4

2000 ) -2004 ; In2
1. p([O;ZOO[)=I Ae™¥dx =—-e +1=0,5 ce quidonned =——.

0 200

300 Binz 1
2.p([300 ; +o0f) =1— NeNde=e? =——~r~0,235
), 22
4. Ae’* tend vers 0 lorsque A tend vers . La limite d,, est alors%
d,= 200 289 semaines.
In2

Exercice n5

La variable aléatoire est le temps uniformément réparti sur 30
minutes donc f(x) = 1/30.
1. L'attente n'est inférieure & cinq minutes que s'il arrive entre 7 h
10 et 7 h 15 ou entre 7 h 25 et 7 h 30. On a donc

30
HA10 < X<15) = p25 < X<30) :I €L dx = 1, soit la probabilité

25 30 6
1

1
herchée égale & 2.—=—.
cherc g 573

2. De méme on a A0< X<5)+H15< sto)zé.
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